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☞ � � 2 3 1 0;x y− + =
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☞ � � 3 2 1 0;x y− − = � � � ☞ � � 2 3 1 0;x y− + = � � � ☞ � � 2 3 1 0.x y+ + =
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☞ � � 2 3 1 0;x y− + = � � � ☞ � � 3 2 1 0;x y− − = � � � ☞ � � 2 3 1 0.x y+ + =
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☞ � � 2 3 1 0;x y− + = � � � ☞ � � 3 2 1 0;x y− − = � � � ☞ � � 2 3 1 0.x y+ + =
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.M
A x B y C z D

A x B y C z D
+ + +

λ = −
+ + +

@@@� >�(#� 1�
������ ����������� ���*�	����� ������ ����!

( )0 0 0 0, ,M x y z � �� ����!��� �
	
��!���������������	!*��������

����

1 1 1 1 2 2 2 20 � ��A x B y C z D A x B y C z D+ + + = + + + =
��������	"

( )1 1 1 1 2 2 2 20 0.MA x B y C z D A x B y C z D+ + + + λ + + + =

@F#� 12��� ϕ � ���	!� ������������ 1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = � �

2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = �����	��������� ���!��

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos .
A A B B C C

A B C A B C

+ +ϕ =
+ + + +

01"����� ��
�""�"#�1��� �������

����"

1 2 1 2 1 2 .A A B B C C= =
01"�������
��2��	"�
�1��������

������"

1 2 1 2 1 2 0.A A B B C C+ + =
01"�������
�1�'��������������"

1 2 1 2 1 2 .A A B B C C≠ ≠

F#�9����������δ���������� ( )0 0 0 0, ,M x y z �	����������������

��	��������!�
������� 0,Ax By Cz D+ + + = ��
*�	������ ���!�

��
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0 0 0

2 2 2
.

Ax By Cz D

A B C

+ + +δ =
± + +

7	���� δ� ������ ��
��� �6�
����� ��
�!
��6�	��2������
�(�!�
���������������

0.Ax By Cz D+ + + =
L
�������������������/�	�����������

.d = δ

F@� >
(#� 1�
������ �������� ���*�	����� ������ 	�� �����

( )1 1 1 1, ,M x y z � �� ( )2 2 2 2, ,M x y z �� �������	

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z

− − −
= =

− − −
�������������� ����

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 1 1 2;M M M M= λ

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ( )1 1 1 1, , ;M M x x y y z z= − − −

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ( )1 2 2 1 2 1 2 1, , .M M x x y y z z= − − −

F@� >6(#�1�
�����������������*�	���������������!

( )1 1 1 1, ,M x y z � �
�
�������� �����!� ,S li mj nk= + + � ������ �	

( ) ( ) ( )1 1 1x x l y y m z z n− = − = − � %� �
����������� !�
������

������ S � �
��
����� ��
��"�3���� ����
��
����
�����4#

F@� >(#� )
�
������������ !�
�����

������

�

1

1

1

x lt x

y mt y

z nt z

= + 
= + 
= + 
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���������2��!�
���������������	���
�

�
����� 5"� ( ) ( ) ( )1 1 1; ; .x x l t y y m t z z n t− = − = − =

F@� >2(#�)���
���������
�����������6���� �
	
�
�!�
���

������	!*�����������"

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0;

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + + =
 + + + =

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � >'(

( )
( )

1 1 1 1

2 2 2 2

, , ,

, , .

n A B C

n A B C

=
=

&��� �6���� !�
������ ������#�)���	��� �2�� �� �
����������!

�	!"

'(��
�	�������!�6������
	���
�!��������#�7
 �����!��

��6!���������	��
��>�!����7 . 7/(#�9��
����������	��
����
��

	���������������!� >'(�� �#� �#

( )
( )

1 0 1 1

2 0 2 2
0

1 1

2 2

,

C z D B

C z D B
x

A B

A B

− −
− −

=
� � �

( )
( )

1 1 0 1

2 2 0 2
0

1 1

2 2

;

A C z D

A C z D
y

A B

A B

− −
− −

=

+(��
�	��������� S �� �
�
���������������

( )1 2;S n S n⊥ ⊥ "

( ) ( )1 2 1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 2

2 2 2 l m

i j k

S n n A B C B C B C i A C A C j

A B C

= × = = − + − +
������� �������

( )1 2 2 1 .

n

A B A B k li mj nk+ − = + +
�������

�9���	
� ( ) ( ) ( )0 0 0x x l y y m z z n− = − = − �%��
����������

�	�������#

F@� >2(#����������
�� �
	
�
��
�����������!�
������

( ) ( ) ( )0 0 0x x l y y m z z n− = − = − �
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���
( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

,x x l y y m

y y m z z n

− = −
 − = −

� �
	
����!��������!���
�����������

����������	!*�����������#

F@�>	(#�12������	!�	!������������������
�������
	
��

������*��
������������!�
�������

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1x x l y y m z z n− = − = − � �

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 ,x x l y y m z z n− = − = − �����	����������� ���!��

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos ,
l l m m n n

l m n l m n

+ +
ϕ =

+ + + +

2	�� ( )1 1 1 1; ;S l m n= 3� � � ( )2 2 2 2; ; .S l m n=
1������ ��
�""�"#�1��� 2�	�

�
��$�"

1 2 1 2 1 2 .l l m m n n= =
1������ ��
��2��	"�
�1��

2�	���
��$�

1 2 1 2 1 2 0.l l m m n n+ + =

F@�>�(#�1�����������
�
������

	!*� �����*�� �
	
���*� �*� �
�����

��������!�
�������

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1x x l y y m z z n− = − = −

�� ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2x x l y y m z z n− = − = − ���������	"

2 1 2 1 2 1

1 1 1

2 2 2

0.

x x y y z z

l m n

l m n

− − −
=

����� �������� 1 1 1, ,l m n � ��� �����5���
����� ������
�

2 2 2, ,l m n �� ��� !������ �����
�
������� 6!	��� ���6*�	����� �

	���
������� !������� ������������ 	!*� �����*� � ������
��

���#
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F@@#�12������	!�������
���������������

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1x x l y y m z z n− = − = −

������������� 0Ax By Cz D+ + + = �����	����������� ���!��

2 2 2 2 2 2
sin ,

lA Bm Cn

l m n A B C

+ +ϕ =
+ + + +

2	�� { }, ,S l m n= �� { }, ,n A B C= #

01"����� ��
�""�"#�1��� �
����

���"�1��1��"

0.Al Bm Cn+ + =
01"�������
��2��	"�
�1��

�
����� �� �"�1��1��"

.A l B m C n= =

F@@@#�I�������	�������������������������������
��������

������

( ) ( ) ( )0 0 0x x l y y m z z n− = − = −

������������� 0Ax By Cz D+ + + = ��!�����������������!���
���

�
��
�
������������!�
������������

0 0 0, ,x x lt y y mt z z nt= + = + = +

��!�
���������������� 0Ax By Cz D+ + + = #

�M��!�
��������������������	������
�
����� 5"

0 0 0D Ax By Cz
t

Al Bm Cn
+ + +

= −
+ + #

7
���� �
*�	��� ��
������ ����	��
�� ��� ��� 7� ������ ������ ���

!�
�������������#

����� 0Al Bm Cn+ + ≠ �� �������
���������
������������#

����� 0Al Bm Cn+ + = � �� 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + ≠ �� ��� ����
�

�
�
������
����������#

����� 0Al Bm Cn+ + = � �� 0 0 0 0Ax By Cz D+ + + = �� ��� ����
�

����������������#
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� � � 9#�#*#� :

16�	�������������������������

: 2 4 4 12 0x y zα + − + = � � �� � � : 3 0x y zβ − + =
�������
������ ����
�����
�����������!�
�������*����������

����������>����
���(#

:�:#�$�6������
�2�������������� �
	
��"

:�;#�M����	!�����
���������������������"

: 2 4 4 12 0x y zα + − + = � � �� � � : 3 0x y zβ − + = #

1�
���������������"

☞ � � �������
����3� � � ☞ � � �
�
�������3� � ☞ � � ���
	
��#

��=�#� @F#

:�<#�A
�	��������!� ( )1 1 1 1, , ,M x y z ∈ ���������#�1�
��������
��������"

☞ � ( )1 1 14 , , ;z z z � � � � � � � ☞ � 1 1
1

4 18 6
, , ;

5 5
z z

z
+ − 

  

☞ � 1 1
1

4 18 3 6
, , .

5 5
z z

z
− − 

  
��=�#�F@� >2(#

E

'#�M����	!�����
����������

����������#

+#�A
�	���� ����!� 1M a∈ #

,#� A
�	���� �
��
������

������ S � ��������#
-#� =���
���� �
����������

�	�!�
��������������#

;

'#� A
�	���� �
��
������

������ S � ��������#

+#�A
�	���� ����!� 1M a∈ #

,#� =���
���� �
����������

!�
��������������#
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:�=#�A
�	�����
��
������������� S ���������#�1�
����
����������"

☞ � ( )4, 3, 1 ;S − ☞ � ( )4, 3, 5 ;S ☞ � ( )4, 3, 5 .S −
��=�#�F@� >2(#

:�>��=���
�����
�����������!�
��������������#�1�
����

����������"

☞ � 1 1 1 ;
4 3 5

x x y y z z+ − −
= =

− � � � � � � � � � ☞ � 1 1 1 ;
4 3 1

x x y y z z− + −
= =

−

☞ � 1 1 1 .
4 3 5

x x y y z z− − −
= =

��=�#�F@� >2(#

� � � 9#�#*#� ;

=���
���� !�
������ ������	��!���
����� ��!�����2�� ��

������� >'� '� /(� �
� ���������� : 2 4 4 12 0x y zα + − + = #

;�:��$�6������
�2�������������� �
	
��"

;�;��A
�	�����
��
������������� S ����������#�1�
���
�������������"

☞ � ( )1, 4, 0 ;S � � � ☞ � ( )1, 2, 6 ;S � � ☞ � ( )2, 4, 4 .S −
��=�#�F@� >
(#

E

'#�A
�	�����
��
������

������ S � �������89#
+#�=���
�����
����������

!�
�������������89#

;

'#�A
�	���� ����!� �����������

������	��!���
�89� �� �������

�����α#
+#�=���
�����
����������

!�
���������������#
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;�<#�=���
�����
�����������!�
�������������89#�1�
���

�������������"

☞ � ( ) ( )1 1 1 4 0;x y z− = + =
☞ � ( ) ( )1 2 1 4 4;x y z− = − = −

☞ � ( ) ( )1 1 2 1 6.x y z+ = = −
��=�#�F@� >6(#

� � � 9#�#*#� <

=���
����!�
����������������γ�����*�	���������������!
8>'� '� /(� � ������	��!��������	!������������"

: 2 4 4 12 0x y zα + − + = � � �� : 3 0.x y zβ − + =

<�:��$�6������
�2�������������� �
	
��"

<�;��A
�	��������
����������������α���β���#��#� nα �� nβ #�1�
�
���������������"

☞

( )
( )

2, 4, 4 ,

1, 3, 1 ;

n

n

α

β

= −

= − � � ☞

( )
( )
1, 2, 2 ,

1, 3, 0 ;

n

n

α

β

= −

= � � ☞

( )
( )
1, 4, 0 ,

1, 3, 1 .

n

n

α

β

=

=
��=�#� @� >
(#

E

'#� A
�	���� ����
��� �� �������

�����α� ��β#
+#�A
�	��������
��� nγ ��������

������γ���#��#� nγ �%�������	��!�

��������� nα � �� nβ #
,#�=���
����!�
�������������

����γ#

;

'#�=���
����!�
�����������

������ γ�� ���*�	����� �����
����!��#

+#�A
�	���� ����	��
�������

�
��� nγ � ��� !������ �������
	��!��������� ���������� γ� �
������������α� ��β#
,#�7
�������!�
�����������

������γ#
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<�<#�A
�	�����������������	��!������� nα ��� nβ #�1�
���
�������������"

☞ � ( )4, 5, 3 ;nγ = − � ☞ � ( )4, 3, 5 ;nγ = � ☞ � ( )2, 3, 3 .nγ = −
�� �=�#�F@� >2(#

<�=�� =���
���� !�
������ ���������� γ�� ���*�	����� �����
����!�� >'� '� /(� �� nγ⊥ #�1�
����� ����������"

☞ � 2 3 3 1 0;x y z− + + = � � � � � ☞ � 4 3 5 7 0;x y z+ + − =
☞ � 4 5 3 0.x y z− + + =

��=�#� @@@� >6(#

� � � � 9#�#*#� =

=���
����!�
����������������δ�����*�	���������������!
8>'� '� /(� �� ����!��� �
	
��!�� �
�� ������ ������������ �������

����� � : 2 4 4 12 0x y zα + − + = � � �� : 3 0.x y zβ − + =

=�:��$�6������
�2�������������� �
	
��"

=�;��=���
�����!��������������#�1�
���������������"

☞ � ( )2 4 3 4 12 0;x y zλ + − λ − λ + = � � ☞ � ( )4 3 4 5 0;x y zλ + + λ + + =
☞ � ( ) ( ) ( )2 4 3 4 12 0.x y z+ λ + − λ + − + λ + =

��=�#� @@@� >2(#

E

'#�=���
�����
�����������!�
���

����������#

+#�A
�	���� �
��
������� �����

������� �� ����!�� ������ �����!�

���*�	�������
��� �#�#� ����!�6'#

,#�A
�	���������� 1AM �������
��

����������δ#
-#�=���
����!�
�����

����������δ#

;

'#� =���
���� �!���� �����

������#

+#�A
�	����λ�������������
����
�8���������	������

������������ ����
	���
�

��*��!��!#

,#� =���
���� !�
�����
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	���
��*��!��!#�1�
���������������"

☞ � � �3� � � � � � � ☞ � � ? +3� � � � � � � � ☞ � � 'J�#

��=�#� @@@� >	(#

=�=#� =���
���� !�
������ ���������� δ#� 1�
����� �����
����"

☞ � � 11 23 5 12 0;x y z− + + =

☞ � � 10 6 12 0;y z− + =

☞ � � 2 3 12 0.x y z+ − + =
��=�#� @@@� >�(#

� 9#�#*#� >

$��������� �
��������� &� ��� ������� >'� '� /(� 	�� ���������

2 4 4 12 0.x y z+ − + =

>�:��$�6������
�2�������������� �
	
��"

>�;#� )�������� !������ ����
	��������� ������ 8 >'� '� /(

���������� 2 4 4 12 0.x y z+ − + = �1�
���������������"

☞ � � ����
	�����3� � � � ☞ � � �������
	�����#

��=�#� @� >6(#

E

'#� =���
���� !�
������ �������

���*�	���������������!�8���������

	��!������	
��������������#

+#�A
�	��������!�:������������

���������	
���������������#

,#�A
�	���������� AC ����2��	���!#

;

'#� )�������� !�����

����
	��������� �����

8�����������α#
+#� A
�	���� �
��������

��� ������ 8� 	�� �������

����α#
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�	���� �
��������� ��� ������8 >'� '� /(� 	�� ���������

2 4 4 12 0.x y z+ − + = �1�
���������������"

☞ � � +3� � � � � � � ☞ � � ,3� � � � � � ☞ � � '#

�� �=�#�F#

9#�#*#� ?

A
�	���� !�
������ ����������� ���*�	����� ������ �����

(2; 1;4)A − � �� (3;2; 1)B − � ������	��!���������������

2 3 0.x y z+ + − =

?�:#�$�6������
�2�������������� �
	
��"

?�;#�A
�	��������	��
��������
� AB � �������
��� nα �	
��
�������������#�1�
���������������"

☞ � � (1; 3; 5); (1; 1; 2);AB nα= − =

☞ � � ( 1; 3; 5); (1; 1; 3);AB nα= − − = −

☞ � � (5; 1; 3); (3; 3; 3 2).AB nα= =
��=�#� @� >
(��F@� >
(#

E

'#�A
�	��������	��
��������

�
� AB � �� ����
��� 	
����

���������� nα #

+#�A
�	��������
��� nβ ������

���� ����������� �#� �#� ������

������	��!������� AB ��� nα #
,#� =���
���� !�
������ �����

������ β�� ���*�	����� �����
����!� 8� � ������	��!�����

�����!� nβ #

;

'#�7
�������!�
�������������

����β�����*�	���������������!
8#

+#� A
�	���� ����	��
��� ����

�
��� ���������� β�� �������!�
!�����"� 
(� ����
	��������

������9� ���������� β3� 6(� ����
���	��!��������������������α
��β#
,#� =���
���� !�
������ �����

������β#
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?�<��A
�	��������
��� nβ ���������������������#� �#�������

������	��!������� (1; 3; 5)AB = − � �� (1; 1; 2).nα = � 1�
����� ���

��������"

☞ � (1; 3;4);nβ = − � � � ☞ � (11; 7; 2);nβ = − − � � � ☞ � (11;7; 2).nβ = −

��=�#�F@� >2(#

?�=#� =���
���� !�
������ ���������� β�� ���*�	����� �����
����!��>+3 ? '3 -(�������	��!�����������!� (11; 7; 2).nβ = − − �1�
�

���������������"

☞ � 11 7 2 3 0;x y z+ − + = � � � � � ☞ � 11 7 2 21 0;x y z− − − =

☞ � 3 4 2 0.x y z− + + =
��=�#� @@@� >6(#

9#�#*#� @

A
�	��������2��
���!�������5���������6>'3 '3 '(��
������

������ 2 6 0.x y z+ − − =

@�:#�$�6������
�2�������������� �
	
��"

E

'#� 7
������� !�
������ ����

����� ���*�	����� ������ ����

�!�6�������	��!�����������

������ 2 6 0.x y z+ − − =
+#� A
�	���� ����!� ���������

�����������������������#

;

'#� A
�	���� ����
��� nα � �

���������� 2 6 0.x y z+ − − =
+#� =���
���� !�
������ ����

����� ���*�	����� ������ ����!

6��
�
�������� nα �>������	��
�!������	
��������������(#

,#� A
�	���� ����!�:� ���������

������������������������α#
>:� %� �����5��� ������6� �


����������α#(
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@�;#�A
�	��������
�������������α"� 2 6 0.x y z+ − − = �1�
���

�������������"

☞ �
1 1 1

; ; ;
6 6 3

nα
 −  

� � � � ☞ � (1;1; 2);nα − � � ☞ � � ( 1; 1; 2).nα − − −

��=�#� @� >
(#

@�<#�=���
����!�
�����������������*�	���������������!

6>'3 '3 '(��
�
�������������!� (1; 1; 2).nα = − �1�
����� �����

����"

☞ �
1 1 2

;
1 1 2

x y z+ + −= =
− − � � � ☞ �

1 1 2
;

1 1 2
x y z− − −= =
− − −

☞ �
1 1 1

.
1 1 2

x y z− − −= =
−

��=�#�F@� >6(#

@�=��A
�	��������!�:��������������������
1 1 1

1 1 2
x y z− − −= =

−
������������� 2 6 0.x y z+ − − = �1�
���������������"

☞ � ( 2;1; 1);C − − � � � ☞ � (2;2; 1);C − � � � ☞ � (2;0;1).C

��=�#�F@@@#

� � � 9#�#*#� A

$���������!2������	!������������

: 4 5 3 1 0x y zα − + − = � �� � � : 4 9 0.x y zβ − − + =

A�:#�$�6������
�2�������������� �
	
��"

E

'#�$��������� cosϕ �� 2	�
�.ϕ = αβ

;

'#� A
�	���� ����
��� �������

����"� nα � �� nβ #

+#�A
�	���� �cos .n nα β
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A�;��A
�	��������
��������������α� ��β�%� nα � �� nβ #�1�
�

���������������"

☞ �

( 4; 5;3);

1 4 1
; ; ;

9 9 9

n

n

α

β

= − −

 =   

� � � ☞ �
(4; 5;3);

(1; 4; 1);

n

n
α

β

= −
= − − � � � ☞ �

( 4;5; 3);

(1;4; 1).

n

n
α

β

= − −
= −

��=�#� @� >
(#

A�<��A
�	����!2������	!�����
����� nα ��� nβ #�1�
��������

��������"

☞ � cos 9 10;ϕ = � � � ☞ � cos 7 (5 2);ϕ = � � � � ☞ � cos 7 10.ϕ =
��=�#� @F#

� � � 9#�#*#� B

I
��� ������ ( 1;2;3)A − � �� (2; 3;1)B − #� =���
���� !�
�����

�������� ���*�	����� ������ ����!� (3; 1;2)M − � �
�
�������� ���

���!� AB #

B�:#�$�6������
�2�������������� �
	
��"

B�;�� A
�	���� ����	��
��� �����
� AB �� ����� ( 1;2;3)A − � �

(2; 3;1)B − #�1�
���������������"

☞ � (1; 1;4);AB = − � � � ☞ � ( 3;5; 2);AB = − − � � � ☞ � (3; 5; 2).AB = − −
��=�#�F@� >
(#

E

'#�A
�	��������	��
��������

�
� AB #
+#� =���
���� !�
������ ����

��������*�	���������������!

6� ��
�
�������������!� AB #

;

'#� A
�	���� ����	��
��� ���

����� AB �� AM ��� ,AB AM   #
+#� =���
���� !�
������ ����

���#
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B�<��=���
����!�
�����������������*�	���������������!

(3; 1;2)M − � � �
�
�������� �����!� (3; 5; 2).AB = − − � 1�
����� ���

��������"

☞ �
3 1 2

;
3 5 2

x y z− + −= =
− −

☞ �
3 1 2

;
3 5 2

x y z+ − += =
− −

☞ �
3 5 2

.
3 1 2

x y z− + += =
−

��=�#�F@� >6(#

9#�#*#� :C

A
�	���� !2��� ���	!� ��������
1 2 4

1 5 2
x y z− − += =
− � �

2 5 1
.

2 2 3
x y z− − −= =

−

:C�:#�A
�	����!2������	!�	
�������������#�1�
��������

��������"

☞ � sin 6 510 ;ϕ = −

☞ � cos 6 510 ;ϕ = −

☞ � tg 6 10.ϕ =
��=�#�F@� >	(#
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9#�#*#� ::

A
�	���������5���������6>'3 '3 '(��
�����!�

1 1
.

2 3 1
x y z− += =

−

::�:#�$�6������
�2�������������� �
	
��"

::�;��A
�	�����
��
�������������������

1 1
.

2 3 1
x y z− += =

− �1�
���������������"

☞ � (2;3; 1);l = − � � � � ☞ � (1;0; 1);l = − � � � � ☞ � (2; 3; 1).l = − −

��=�#�F@� >6(#

::�<#� =���
���� !�
������ ����������� ���*�	����� �����

����!�6>'3 '3 '(� ������	��!������ �����!� (2;3; 1).l = − �1�
���

�������������"

☞ � 2 3 4 0;x y z+ − − = � �☞ � 4 0;x y z+ + − = � �☞ � 2 3 1 0.x y z− + − =
��=�#� @@@� >6(#

::�=#�A
�	��������!�:��������������������
1 1

2 3 1
x y z− += =

−
������������� 2 3 4 0.x y z+ − − = �1�
���������������"

E

'#� =���
���� !�
�����

����������� ���*�	����

������ ����!�6� �������

	��!������������#

+#� A
�	���� ����!� �����

�������� ������� �� �����

������#

;

'#� A
�	���� �
��
������� �����

������#

+#� =���
���� !�
������ ����������

���*�	���������������!�6�������	��

�!������ �����!#

,#�A
�	���������5�����������
�����

�!�� >	���
������ �
���� ����!� �����

���������������������������(#
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☞ � (8; 3; 15);C − � � � ☞ � (1; 2; 0);C � � � ☞ �
8 3 15

; ; .
7 14 14

C
 −  

��=�#�F@@@#

9#�#*#� :;

A
�	���� !�
������ �����5��� �������
1 1

1 2 3
x y z− += = � �


���������� 2 5 0.x y z+ + − =

:;�:#�$�6������
�2�������������� �
	
��"

:;�;#� 7
������� !�
������ ������� � �	�� ������ ���������

����	!*�����������#�1�
���������������"

☞ �
2 3 0;

3 3 0;

x y

x z

+ + =
 − − =

� � � ☞ �
2 3 0;

3 3 0;

x y

x z

− − =
 − + =

� � � ☞ �
2 3 0;

3 3 0.

x y

x z

− − =
 − − =

��=�#�F@� >2′(#

E

'#� 7
������� !�
������ ����

������	�������������������

	!*�����������#

+#�=���
����!�
�������!��


����������#�$�6������λ����!��
����� ������	��!��������

����������#

,#� 7
������� !�
������ �����

������� ������	��!������

���������� 2 5 0.x y z+ + − =
-#� A
�	���� !�
������ ������

5��#

;

'#�8���������!������	���

����������γ��������	��!����!�
	
���������������α#
+#� 7
������� !�
������ ������

5��� ������� ;� �
�� ������ �����

�������������������γ���α#
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:;�<#�=���
����!�
�������!��
�����������#�$�6������λ���
!������������	��!���������������������
	
������!����������

�������� ������������� 2 5 0.x y z+ + − = �1�
���������������"

☞ � (2 3 ) 3(1 ) 0, 1;x y z+ λ − − λ − + λ = λ = −

☞ � (2 3 ) 3(1 ) 0, 0;x y z− λ − − λ + + λ = λ =

☞ � 3 (1 ) 3 0, 2.x y zλ + + − λ − λ = λ =
��=�#� @@@� >2(�� @F#

:;�=#�7
�������!�
����������������>����!��
�����������(�

������	��!����������������� 2 5 0.x y z+ + − = �1�
����������

����"

☞ � 0;x y z+ − = � � � ☞ � 2 3 0;x y− − = � � � ☞ � 6 6 0.x y z+ − − =
��=�#� @@@� >�(#

:;�>#�A
�	���� !�
�����������5����������
1 1

1 2 3
x y z− += =

�
����������#�1�
���������������"

☞ �
2 3 0,

2 5 0;

x y

x y z

− − =
 + + − =

� � ☞ �
0,

2 5 0;

x y z

x y z

+ − =
 + + − =

� � ☞ �
6 6 0,

2 5 0.

x y z

x y z

+ − − =
 + + − =

��=�#�F@� >2(#

� � � 9#�#*#� :<

A
�	����!2������	!��������
1 3

2 4 3
x y z+ −= = �������������

3 3 2 5 0.x y z− + − =

:<�:�� A
�	���� !2��� ���	!� �������
1 3

2 4 3
x y z+ −= = � �� �����

������� 3 3 2 5 0.x y z− + − = �1�
���������������"

☞ � sin 24 22 ;ϕ = � � � ☞ � sin 0;ϕ = � � � ☞ � cos 0.ϕ =
��=�#�F@@#
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0'

��D��E

:�:��$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

:�;��)����������������
����#

:�<#�N���
� 1 1
1 1

4 18 3 6
, , .

5 5
z z

M z
− − 

  

:�=��$������ ( )4, 3, 5 .S

:�>#�:
�����������!�
��������������� �������	

1 1 1 .
4 3 5

x x y y z z− − −
= =

;�:��$�	
�������!�
���6�
��
�2������B#

;�;�� ( )2, 4, 4 .S −

;�<�� ( ) ( )1 2 1 4 4.x y z− = − = −
<�:#�$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

<�;��A���
���������������� ( ) ( )2, 4, 4 ; 1, 3, 1 .n nα β= − = −

<�<#� ( )4, 3, 5 .nγ =

<�=�� 4 3 5 7 0.x y z+ + − =
=�:��$�	
�������!�
�� �6�
��
�2������;#

=�;#� ( ) ( ) ( )2 4 3 4 12 0.x y z+ λ + − λ + − + λ + =
=�<#�)���λ . ������
�������������������������
	���
���

�!��!#

=�=#� 11 23 5 12 0.x y z− + + =
>�:#�$�	
�������!�
�� �6�
��
�2������;#

>�;��N���
�8��������
	��������������� 2 4 4 12 0.x y z+ − + =
>�<�� & . ,#

?�:��$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

?�;#� (1; 3; 5); (1; 1; 2).AB nα= − =

?�<#� (11; 7; 2).nβ = − −

?�=�� 11 7 2 21 0.x y z− − − =
@�:#�$�	
�������!�
�� �6�
��
�2������;#
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@�;#� (1;1; 2).nα −

@�<#�
1 1 1

.
1 1 2

x y z− − −= =
−

@�=�� (2;2; 1).C −
A�:��$�	
�������!�
�� �6�
��
�2������;#

A�;�
� �

(4; 5;3);

(1; 4; 1).

n

n
α

β

= −
= − −

A�<�� cos 7 10.ϕ =
B�:��$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

B�;�� (3; 5; 2).AB = − −

B�<��
3 1 2

.
3 5 2

x y z− + −= =
− −

:C�:#� cos 6 510 .ϕ = −
::�:#�$�	
����� ��!�
�� �6�
��
�2������;#

::�;#� (2;3; 1).l = −

::�<�� 2 3 4 0.x y z+ − − =

::�=#�
8 3 15

; ; .
7 14 14

C
 −  

:;�:#�$�	
�������!�
�� �6�
��
�2������E#

:;�;�
�

2 3 0;

3 3 0.

x y

x z

− − =
 − − =

:;�<#� (2 3 ) 3(1 ) 0, 1.x y z+ λ − − λ − + λ = λ = −

:;�=�� 0.x y z+ − =

:;�>�
�

0,

2 5 0.

x y z

x y z

+ − =
 + + − =

:<�:#� sin 0.ϕ =
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00

���&4���$��� ��������

�������)��������#1����#����"���#$�

��:������������� a �������	��
����������!2������������
	��
������ ��� 7�� ��� ���
�	��
� �
����"

{ }, , .a xi yj zk x y z= + + =

����� ������ AB � �
	
�� ������ �
�
������� ( )1 1 1, ,A x y z � �

���������� ( )2 2 2, ,B x y z � ����
���� ��� ����	��
��� 4��2�� �����

�
� { }, ,AB x y z= ��
����
���������	��������*�����	��
������

5
����
�
�
� �����
"

2 1;x x x= − � � 2 1;y y y= − � � 2 1.z z z= −
<	"����� �����
�%�4����������!�������2���
�
���������5

���
	
��� >�������������������
��
�����(#

��;��=!��
����
������� ������

:	���"

'(� ��
���� ���!2������


+(���
�����
�
�����2�
��
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=���1�#"

����� { }1 1 1, ,a x y z= � �� { }2 2 2, , ,b x y z= � ��

{ }1 2 1 2 1 2; ; .a b x x y y z z± = ± ± ±

����� { }1 1 1, ,a x y z= � �� constλ = �� ��� { }1 1 1, , .a x y zλ = λ λ λ

��<�� ���#���"���#

����� { }, , ,a x y z= ��� 	���
� �����
� � �����������
����

6
������������������� ���!��� 2 2 2 .a x y z= + + �N
���
�

( )cos cos , ;
x

a i
a

∧
α = = � � � ( )cos cos , ;

y
a j

a

∧
β = =

( )cos cos , ,
z

a k
a

∧
γ = =

��� 2 2 2cos cos cos 1.α + β + γ =
9�������� ���� �
��
������� �����!��� �����
� �������

����	��
�
��� �2�����
� >�	������2�������
("

( )0 cos ,cos ,cos .
a

a
a

= = α β γ

��=���"#�����������!����������"�����

���������	�#�=�
�������������	������	!*���������
�

��
�������������
����������	������*�	�����
������!��!2�


���	!�����"� ( ) ( )cos .a b a b a b
∧

⋅ = ⋅
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0�


������� ����������� ���	������	�"

'(� a b b a⋅ = ⋅ �%�����!�
�������3

+(� ( ) ( ) ( )a b ab a bλ ⋅ = λ = λ �%�
���5�
�������3

,(� ( )a b c a b a c+ = + ⋅ �%�	�����6!�������3

-(� 0a b a b⋅ = ⇔ ⊥ �� ���� 0a = �� ���� 0;b =

0(�
2 .a a a a a a⋅ = ⇒ = ⋅

����� { }1 1 1, ,a x y z= � �� { }2 2 2, , ,b x y z= � ��

( ) 1 2 1 2 1 2.a b x x y y z z⋅ = + +

��=2�##������ ,a m n= α + β �2	���������� , ,m n m n
∧
⋅ �%�!2��

���	!������
��� ,m n � �� ,α β �%�OPQRS�� ��

( )( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2

2 22 2

2

2 cos .

a a a m n m n

m m m n n n

m m n m n n
∧

= ⋅ = α + β α + β =

= α ⋅ + αβ ⋅ + β ⋅ =

= α + αβ ⋅ + β

��=2� &#� ����� ,a m n= α +β � ,b lm dn= + � 2	�� �������� , ,m n

m n
∧
⋅ %�!2������	!������
��� ,m n 3� , , ,l dα β �%�OPQRS�� ��

( ) 2( ) ( )a b m n lm dn l m⋅ = α + β + = α +

( ) ( ) 2cos .d l m n mn d n
∧

+ α +β ⋅ +β

��=2� �

12������	!������
��� a � �� b � �������������� ���!��

( )
cos .

a b

a b

⋅ϕ =
⋅
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0�

��=2� .������� { }1 1 1, ,a x y z= � �� { }2 2 2, , ,b x y z= � ��

( ) 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos .
x x y y z za b

a b x y z x y z

+ +⋅ϕ = =
+ + + +

��>��D�"�����������!����������"�����

���������	�#�$���������������	�����������
� a ��
����

���� b ��
��
����������� c ��!	���������������	!�����!��
�����"

'(� ( )sin , ;c a b a b
∧

= ⋅

+(� , ;c a c b⊥ ⊥
,(� ������ c � �
��
���� �
���� �6�
����� ���� ��� �2�� ���5


�	�����
��
��������������� a ��� b ��������
������������#

$���������������	������6���
�
����� a b× � ���� [ ] .a b⋅

������� ����������� ���	������	�"

'(� a b b a× = − × �%�
�������!�
����3

+(� 0a b× = �� ����� 0a = � ���� 0,b = � ���� ;a b�

,(� ( ) ( ) ( ),a b a b a bλ × = × λ = λ × ��#�#����������������	����


���5�
��������������������
�����2�����������3

-(� ( ) ,a b c a b a c× + = × + × ��#�#����������������	�����	���

���6!��������������������������#

����� { }1 1 1, ,a x y z= 3� { }2 2 2, , ,b x y z= � ��

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 .

i j k

a b x y z

x y z

i y z y z j x z x z k x y x y

× = =

= − − − + −
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0�

��>2� #�� )���
	�� ���!2������
�� ����������2�� �
� �����
*

{ }1 1 1, ,a x y z= � �� { }2 2 2, , ,b x y z= � �������������� ���!��

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2
1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

1 1
,

2 2

1
2
1

.
2

i j k

S a b x y z

x y z

y z y z i x z x z j x y x y k

y z y z x z x z x y x y

∆  = = = 

= − + − + − =

= − + − + −

��>2�&������� ,a m n= α + β � ,b lm dn= + �2	�� , , ,l dα β �%�OPQRS����

[ ][ , ] [ , ] ,a b m n lm dn l m m= α + β + = α +

[ ] [ ] [ ] ( )[ ], , , , ,l n m d m n d n n l d n m+β + α +β = β − α

�
�� �
�� � [ ] [ ] [ ] [ ], , ; , 0; , 0.m n n m m m n n= − = =
�������� ���������������"

[ ] ( )��
 , [ , ]S a b l d n m= = β − α =

( )( ) sin , .l d n m n m
∧

= β − α

��>2� �#������ { }1 1 1, ,a x y z= �� { }2 2 2, ,b x y z= � �� ,c a c b,⊥ ⊥ � ��

[ ]

( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1

,

i j k

c a b x y z

x y z

y z y z i x z z x j x y x y k

= = =

= − + − + −

���

c Xi Y j Zk,= + +
2	�

1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1; ; .X y z y z Y x z z x Z x y x y= − = − = −
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��?���$�%#���������!�������� ���4���"�����

���������	�#�=���
�����������	������������� ,a b ��� c

�
��
����� ��
������� ������	����� ������� a b× � �
� �����

c �� �#�#� ( )a b c.× ⋅

������� ��������������	������	�"

'#�=���
�����������	������
����!��������"


(� *�����	��������������
���*���������
����!��3

6(�	
������������
���*���������������
����>���
���


�
�
�������*������*(3

(� ���� ���!���*� �����
� �
�
�������� �	���� �� ���� ��

���������� >�����
�
������(#

+#�=���
�����������	�������������������� �������������

������� ����
��� ��
��� �������2�� ( )× � �� ��
�����2�� ( )⋅ � !����
��������#�#� ( ) ( ).a b c a b c× ⋅ = ⋅ × �$����!�4��2�������
�����
��

���� ������	����� ������� ,a b � �� c � !�������� �
����
��� 

�	�� abc #
,#�=���
����� ������	����� ��� ������������ ����� ������
�

����� ��������
����� ������� � ��!2���� ����	��"

abc bca cab= = .
-#�)���������
�������6�*�	!*������������
���������

���	��������������������� ��
�"

; ; .bac abc cba abc acb abc= − = − = −
)!���

{ } { } { }1 1 1 2 2 2 3 3 3, , ; , , ; , , .a x y z b x y z c x y z= = =
N�2	


1 1 1
2 2 2
3 3 3

.
x y z

abc x y z
x y z

=

M������������
���2��������	��������*������������

�
������	!����"


(����6*�	�������	���
�������!������������
�
������

���*�������� ��!����!������ 0abc = � ���

1 1 1
2 2 2
3 3 3

0;
x y z
x y z
x y z

=
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6(� �6T��� 1V � �
�
���������	
�� ����������2�� �
� �����
*

,a b ��� c �����6T��� 2V ���6�
��
������������!2����������
���

	����
*�	�������� ���!�
�� 1V abc= � ���

1 1 1
1 2 2 2

3 3 3

��
���
 �
x y z

V x y z
x y z

= � � � � � 2 1
1 1
6 6

V V abc= =

���

1 1 1
2 2 2 2

3 3 3

1
��
���
 


6

x y z
V x y z

x y z
=

��@������"1�����"���#� AB � �#� ��6� �

)����5���� �����
� AB � �
� ���� ;� �
��
����� ������
� �
�

��
�����2��������
� A B′ ′ ���
��������2�����	!������5������
�

�
�
������5
������
� AB �� ����
���� 	���
� 6������� �

�������������� ��
����� ��2	


������ A B′ ′ � ������ �
��
�����
���
� ���� ;�� �� �� ����5
�������

��
�������2	
� A B′ ′ ������������
����������������
��
�����"

( ) ( ),
�� ��� � �l

AB l
AB AB AB l

l

∧
= =

( )
2

�� 
l

AB ll
A B AB l

l l

⋅
′ ′ = ⋅ =
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G+

� � � 9#�#*#� :

)
�
���������	� ABCDA B C D′ ′ ′ ′ � ��������� �
� �����
*

( )6, 2,2 ;AB ( )1,1, 1 ;AD − ( )2,3,1 .AA′ − � $��������� !2��� ϕ � ���	!

��6���� A D′ ′ � ��	�
2��
���� .DB′

:�:#�1�
�����
�2�������������� �
	
��"

E#�$��������"

• ����	��
���������� , ;A D DB′ ′ ′
• 	������������ , ;A D DB′ ′ ′
• ��
�������������	������������ ( );A D DB′ ′ ′⋅
• cos .ϕ
;#�$��������"

• ����	��
���������� AD � �� B D′ 3

• 	������������ AD � �� B D′ 3

• ��
�������������	����� ( )AD B D′⋅ 3

• sin .ϕ

:�;�� $��������� ����	��
��� ������� , .A D DB′ ′ ′ � 1�
����
����������"

☞ �
( )
( )

1,1, 1
;

3,4,4

A D

DB

′ ′ = − 


′ = 
� � ☞ �

( )
( )

0,1, 1
;

3, 4,4

A D

DB

′ ′ = − 


′ = − 
� � ☞ �

( )
( )

1,1, 1
.

3,4,4

A D

DB

′ ′ = − 


′ = − 
��=�#� @#� +#

:�<#�$��������� A D′ ′ � �� .DB′ �1�
���������������"

☞ �
1

;
11

A D

DB

′ ′ = 


′ = 
� � � ☞ �

3
;

41

A D

DB

′ ′ = 


′ = 
� � � ☞ �

1
.

11

A D

DB

′ ′ = 


′ = 
��=�#� � @#,#
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G,

:�=#� $��������� ��
������� ������	����� ������

( )1,1, 1A D′ ′ = − � �� ( )3,4,4 .DB′ = �1�
���������������"

☞ � ( ) 11;A D DB′ ′ ′⋅ = � � ☞ � ( ) 3;A D DB′ ′ ′⋅ = � � ☞ � ( ) 7.A D DB′ ′ ′⋅ =
�� �=�#� @#-#

:�>�� $��������� �����!�� !2�
����	!� A D′ ′ � �� .DB′ � 1�
����
����������"

☞ � cos 3 123;ϕ = � � � ☞ � cos 5 123 ;ϕ = − � � ☞ � cos 3 121.ϕ =
�� �=�#� @#-�� #

� � � 9#�#*#� ;

)
�
���������	� ABCDA B C D′ ′ ′ ′ � ��������� �
� �����
*

( )6, 2,2 ;AB ( )1,1, 1 ;AD − ( )2,3,1 .AA′ − �$�������������
	��>������

���� EB C′ �� 2	��E�%�����	��
���6�
� .D C′ ′

;�:#�1�
�����
�2�������������� �
	
��"

E#�A
�	���"

• ����	��
���������� CB′ � �� ;CE

• ���������������	����� ;CB CE ′ ⋅ 
• 	���!������
� CB CE ′ ⋅  �������
	�����!2������
� .EB C′
;#�A
�	���"

• ����	��
���������� B E′ � �� ;B C′

• ���������������	����� [ ]B E B C′ ′⋅ 3

• 	���!������
� [ ]B E B C′ ′⋅ � ������
	�� �������� .EB C′
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G-

;�;#� A
�	���� ����	��
��� ������� CB′ � �� .CE � 1�
����

����������"

☞ �
( )
( )

3,2,2
;

5,2,0

CB

CE

′ = 


= − 
� � � ☞ �

( )
( )

3,2,2
;

5,2,0

CB

CE

′ = − 


= 
� � �☞ �

( )
( )

3,2, 2
.

5,2,0

CB

CE

′ = − 


= − 
��=�#� @#+#

;�<#� $��������� ��������� ������	����� ( )3,2,2CB′ = − �

( )5,2,0 .CE = − �1�
���������������"

☞ � 10;CB CE ′ ⋅ = −  � � � ☞ � ( )4, 10, 4 ;CB CE ′ ⋅ = − − 

☞ � ( )4,10, 4 .CB CE ′ ⋅ = − 
�� �=�#� @#0#

;�=#�$�������������
	��>��������� .EB C′ �1�
����������

����"

☞ � 2 33;S = � � � ☞ � 33;S = � � � ☞ � 19 2.S =
�� �=�#� @#0�� 
#

9#�#*#� <

)
�
���������	� ABCDA B C D′ ′ ′ ′ � ��������� �
� �����
*

( )6, 2,2 ;AB ( )1,1, 1 ;AD − ( )2,3,1 .AA′ − �$����������6T�������
4	�


,EB C C′ ′ � 2	��*�%�����	��
���6�
� .D C′ ′

<�:��1�
�����
�2�������������� �
	
��"

E#�A
�	���"

• ����	��
���������� , , ;CB CE CC′ ′
• ����
�����������	����� ;CB CE CC′ ′× ⋅
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G0

• �6T�������
4	�
� .EB C C′ ′
;#�A
�	���"

• ����	��
���������� , , ;EB EC EC′ ′

• ���������������	����� EB EC ′ ⋅  3

• 	���!������
� EB EC ′ ⋅  ������
	������
���� ����
4	�

�
� ( );EB CCS ′ ′
• ����!� ����
4	�
3
• �6T�������
4	�
#

<�;��A
�	����������� , , .CB CE CC′ ′ �1�
���������������"

☞ �

( )
( )
( )

3,2, 2

5,2,0 ;

2,3,1

CB

CE

CC

′ =
= − 
′ = − 
� � ☞ �

( )
( )
( )

3,2,2

5,2,0 ;

2,3,1

CB

CE

CC

′ = −
= 
′ = 
� � ☞ �

( )
( )
( )

3,2, 2

5,2,0 .

2,3,1

CB

CE

CC

′ = −
= − 
′ = − 

�� �=�#� @#+

<�<��$�������������
�����������	�����������

( ) ( ) ( )3,2, 2 ; 5, 2,0 ; 2,3,1 .CB CE CC′ ′= − = − = − � 1�
����� �����

����"

☞ � 22;CB CE CC′ ′× ⋅ =

☞ � 18;CB CE CC′ ′× ⋅ = −

☞ � 18.CB CE CC′ ′× ⋅ =
�� �=�#� @#G#

<�=#�$��������� .EB C CV ′ ′ �1�
���������������"

☞ � 1 2;V = � � � ☞ � � 6;V = � � � � ☞ � 3.V =
��=�#� @#G#
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� � � 9#�#*#� =

)
�
���������	� ABCDA B C D′ ′ ′ ′ � ��������� �
� �����
*

( )6, 2,2 ;AB ( )1,1, 1 ;AD − ( )2,3,1 .AA′ − � A
�	���� ����	��
��� �	��

�����2�������
� 0 ,n �������	��!�����2�������������� ,B CE′ �2	�

*�%�����	��
���6�
� .D C′ ′

=�:��1�
�����
�2�������������� �
	
��"

E#�A
�	���"

• ����	��
���������� , ;CB CE′

• ���������������	����� ;CB CE ′ ⋅ 
• 	���!� �����
� ;CB CE ′ ⋅ 
• ����	��
��� �	������2�������
� 0.n
;#�A
�	���"

• ����	��
���������� , ;B C B E′ ′

• ��������� ������	����� [ ]B C B E′ ′⋅ � �� 	���!� �����


[ ]B C B E′ ′⋅ 3

• ����	��
��� �	������2�������
� 0 .n

=�;�� )
�
���������	� ABCDA B C D′ ′ ′ ′ � ��������� �
� �����
*

( )6, 2,2 ;AB ( )1,1, 1 ;AD − ( )2,3,1 .AA′ − �A
�	���� � 
CB CE′ �1�
����

����������"

☞ �
( )
( )

3,2,2
;

5, 2,0

CB

CE

′ = 


= − 
� � � � ☞ �

( )
( )

3,2,2
;

5,2,0

CB

CE

′ = − 


= − 

☞ �
( )
( )

0,2,2
.

5,2,0

CB

CE

′ = 


= 
��=�#� @#+#
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G�

=�<��$��������� .CB CE ′ ⋅  �1�
���������������"

☞ � [ ] ( )4,10, 4 ;CB CE′ ⋅ = − − � � ☞ � [ ] 8;CB CE′ ⋅ =

☞ � ( )4, 10, 4 .CB CE ′ ⋅ = − − 
�� �=�#� � @#0#

=�=��$��������� .CB CE ′ ⋅  �1�
���������������"

☞ � [ ] 2 33;CB CE′ ⋅ = � � ☞ � [ ] 2;CB CE′ ⋅ = � � ☞ � 8.CB CE ′ ⋅ = 
�� �=�#� � @#,#

=�>#�A
�	��������	��
����	������2�������
� 0.n �1�
���

�������������"

☞ � 0
2 5 2

, , ;
33 33 33

n
 = ± ± 
 

�

☞ � 0
2 5 2

, , ;
33 33 33

n
 = ± 
 
� �

☞ � ( )0
1

2,5, 2 .
33

n = −

��=�#� @#0�� #

� � � 9#�#*#� >

)
�
���������	� ABCDA B C D′ ′ ′ ′ � ��������� �
� �����
*

( )6, 2,2 ;AB ( )1,1, 1 ;AD − ( )2,3,1 .AA′ − �A
�	��������	��
��������

�
� ,AF �2	��?�%�����
����������	��!���
����!�����2���������

��� A′ � �
���6�����#

>�:��1�
�����
�2�������������� �
	
��"

E#�A
�	���"

• � 	���!� �����
� ;AB
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• � ����	��
��������
� 0;AB

• � ��
�������������	����� ( );AA AB′ ⋅

• � �����5��������
� AA′ � �
� ������ ;AB

• � ����	��
��������
� .AF
;#�A
�	���"

• � 	���!� �����
� ;AA′
• � �����!��!2�
����	!������
��� AA′ � �� ;AB

• � �����5��������
� AA′ � �
� ;AB

• �	���!������
� AB �������	��
����	������2�������
 0;AB

• � ����	��
��������
� .AF

>�;��$���������	���!������
� ( )6, 2, 2 .AB = �1�
��������

��������"

☞ � 10;AB = � � � ☞ � 10;AB = � � � ☞ � 2 11.AB =
��=�#� @#,#

>�<#� A
�	���� ����	��
��� �����
� 0 ,AB � ����� ( )6, 2,2 .AB
1�
���������������"

☞ � ( )0
1

6,2, 2 ;
10

AB = � � � ☞ � ( )0
1

6, 2,2 ;
10

AB =

☞ � ( )0
1

3,1,1 .
11

AB =

�� �=�#� � @#,#

>�=��A
�	������
�������������	������������ ( )2,3,1 ;AA′ −

( )6, 2,2 .AB �1�
���������������"

☞ � ( ) 4;AA AB′ ⋅ = − � � � � ☞ � ( ) 8;AA AB′ ⋅ = � � � � ☞ � ( ) 20.AA AB′ ⋅ =
��=�#� � @#-#

>�>�� $��������� �����5��� �����
� ( )2,3,1AA′ − � �


( )6, 2,2 .AB �1�
���������������"

☞ � �� � 		�AB AA′ = −
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☞ � �� � 	� �AB AA′ = − � � � � ☞ � �� �
AB AA′ = −

��=�#� � @#�#

>�?#�A
�	��������	��
��������
� ,AF �2	��?�%�����
���

������	��!���
�� ��!�����2�� ��� ������ A′ � �
� ��6�����#� 1�
�
���������������"

☞ � ( )6 11, 2 11, 2 11 ;AF = − − −

☞ � ( )6, 2, 2 ;AF = − − − � �     ☞ � ( )3,1,1 .AF =
��=�#� @#�#

� � � 9#�#*#� ?

$���������!2������	!������
��� 3 2c a b= − ��� 5 6 ,d a b= −

2	�� 4; 6; 3.a b a b
∧

= = Ψ = = π

?�:#�1�
�����
�2�������������� �
	
��"

E#�$��������"

• � 	������������ c � �� ;d

• � ��
�������������	������������ ( );c d⋅
• � �����!��!2�
����	!������
��� c � �� .d
;#�$��������"

• � ���������������	������������ c � �� ,d � �#�#� ;c d ⋅ 

• � 	������������ ,c d �� ;c d ⋅ 
• � ���!��!2�
����	!������
��� c � �� .d
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?�;#� $��������� 	����� ������� 3 2c a b= − � �� 5 6 ,d a b= −

2	�� 4; 6; 3.a b a b
∧

= = Ψ = = π 1�
���������������"

☞ �

12
;

4 61

c

d

= 


= 
� � � ☞ �

12 3
;

2 61

c

d

= 


= 
� � � ☞ �

10
.

7 14

c

d

= 


= 

�� �=�#� @#-�� 
#

?�<#� $��������� ��
������� ������	����� ������

3 2c a b= − ��� 5 6 ,d a b= − �2	�� 4; 6; 3.a b a b
∧

= = Ψ = = π 1�
�

���������������"

☞ � 336;c d⋅ = � � � ☞ � 1008;c d⋅ = � � � ☞ � 672.c d⋅ = −
�� �=�#� @#-��6#

?�=�� $��������� !2��� ���	!� �����
��� c � �� .d � 1�
����

����������"

☞ � cos 7 61;ϕ = − � � � ☞ � cos 7 61;ϕ = � � � ☞ � cos 4 61.ϕ =
��=�#� @#-�� #

� � � 9#�#*#� @

A
�	���� ����
	�� ���!2������
�� ��
�� �2�� ������

( )2, 2, 2 ;A � ( )4, 0, 3 ;B � ( )0, 1, 0 .C

@�:#�1�
�����
�2�������������"

E#�A
�	���"

• ����	��
���������� AB � �� ;AC

• ���������������	����� ;AB AC ⋅ 

• 	���!������
� AB AC ⋅  � ������
	�� ���!2������
����#
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;#�A
�	���"

• ����	��
���������� AB � �� AC � ���*�	����3

• �����5��������
� AB � �
� AC � �� ����!� ���!2������
3

• ����
	�� ���!2������
����#

@�;��7�
�� ( )2, 2, 2 ;A � ( )4, 0, 3 ;B � ( )0, 1, 0 ,C ��
�	��������	��

�
���������� AB � �� .AC �1�
����� ����������"

☞ �
( )
( )
2, 2,1

;
2, 1, 2

AB

AC

= − 


= − − − 
�     ☞ �

( )
( )

2,2, 1
;

2,1,2

AB

AC

= − − 


= 

☞ �
( )
( )
6, 2,5

.
2,3,2

AB

AC

= 


= 
�� �=�#� � @#'#

@�<��A
�	���� ,AB AC ⋅  � 2	�� ( ) ( )2, 2,1 ; 2, 1, 2 .AB AC= − = − − −
1�
���������������"

☞ � [ ] ( )5, 2, 6 ;AB AC⋅ = − − � �  ☞ � 1;AB AC ⋅ = 

☞ � ( )5,2, 6 .AB AC ⋅ = − 

�� �=�#� @#0#

@�=��$��������� .ABCS∆ �1�
���������������"

☞ � 65;S∆ = � � �    ☞ � 57 2;S∆ = � � �    ☞ � 65 2.S∆ =

�� �=�#� @#0�� 
#
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� � � 9#�#*#� A

$��������� �6T��� ���!2������� ���
��	�� �� �����
��

( )0,0,1 ;A � ( )2,3,5 ;B � ( )6,2,3C � �� ( )3,7, 2 .D

A�:��1�
�����
�2�������������"

E#�A
�	���"

• ����	��
��� �������� �
� ������*���������
� ���
��	
�
�#�#� , , ;AB AD AC

• ����
�����������	����� ;AB AD AC× ⋅
• �6T�������
4	�
#
;#�A
�	���"

• ����
	������
�������
��	����#�#�����
	�����!2������
�
����3

• 	���!����������
��	�3
• �6T������
��	�#

A�;��7�
������	��
��������� ( )0,0,1 ;A � ( )2,3,5 ;B � ( )6,2,3C

�� ( )3,7,2 ,D � �
�	���� ����	��
��� ������� , , .AB AD AC � 1�
�

���������������"

☞ � ( ) ( ) ( )2,3,4 , 3,7,1 , 6, 2,2 ;AB AD AC= = =

☞ � ( ) ( ) ( )2, 3, 4 , 3, 7, 1 , 6, 2, 2 ;AB AD AC= − − − = − − − = − − −

☞ � ( ) ( ) ( )2,3,6 , 3,7,3 , 6,2,4 .AB AD AC= = =
�� �=�#� @#'#

A�<#� $��������� ����
����� ������	����� ������

( )2,3,4 ,AB = ( ) ( )3,7,1 � �� ��� 
AD AC= = 1�
���������������"

☞ � 120;AB AD AC⋅ ⋅ = −
☞ � 168;AB AD AC⋅ ⋅ =
☞ � 120.AB AD AC⋅ ⋅ =

�� �=�#� � @#G#
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A�=#�$����������6T������!2����������
��	���������
��

( )0,0,1 ;A � ( )2,3,5 ;B � ( )6,2,3C � �� ( )3,7, 2 .D �1�
����� ���������

��"

☞ � 20;V = � � � ☞ � 28;V = � � � � � � ☞ � 40.V =
�� �=�#� � @#G#

� � � 9#�#*#� B

)��
������ ���� ������ ( )5,7 2 ;A − � ( )3,1, 1 ;B − � ( )9,4, 4C − � �

( )1,5,0D ���
����	�������������#

B�:��1�
�����
�2�������������"

E#�A
�	���"

• ����	��
���������� , , ;AB AC AD

• ����
����� ������	����� AB AC AD× ⋅ � �� ��
����� �2�� �

�!���#

;#�A
�	���"

• ����	��
���������� , , ;AB AC AD

• ���������������	����� AB AD ⋅  #
)�������� !������ ������	��!��������� �����
� AC � ���

���!�� ���������
���������	����� AB AD ⋅  #

B�;��7�
������� ( )5,7 2 ;A − � ( )3,1, 1 ;B − � ( )9,4, 4C − ���� ( )1,5,0D �

�
�	���� ����	��
��� ������� , ,AB AC AD #� 1�
����� �����

����"

☞ � ( ) ( ) ( )2, 6,1 , 4,3,2 , 4, 2,2 ;AB AC AD= − − = − = − −

☞ � ( ) ( ) ( )2, 6,1 , 4, 3, 2 , 4, 2,2 ;AB AC AD= − − = − − = − −
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☞ � ( ) ( ) ( )8,8, 3 , 4,11, 2 , 6,2, 2 .AB AC AD= − = − = −
�� �=�#� @#'#

B�<#�$�������������
�����������	�����������

( ) ( ) ( )2, 6,1 ; 4, 3, 2 ; 4, 2,2 .AB AC AD= − − = − − = − − �1�
����������

����"

☞ � 10;AB AC AD⋅ ⋅ = −

☞ � 15;AB AC AD⋅ ⋅ =

☞ � 0.AB AC AD⋅ ⋅ =
�� �=�#� @#G#

B�=��U��
���������������� ( )5,7 2 ;A − � ( )3,1, 1 ;B − � ( )9,4, 4C −
�� ( )1,5,0D � ��	�������������V�1�
���������������"

☞ ����
�3

☞ �������
�#

�� �=�#� @#G#

� � � 9#�#*#� :C

$��������� ����
	�� �
�
�����2�
��
�� ����������2�� �


�����
*� 2AB m n= + � �� 3AD m n= − �� 2	�� 5m = �� 3n = � �

( ) 6m n
∧

= π #

:C�:#�1�
�����
�2�������������"

E#�$��������"

• ���������������	����� AB AD ⋅  3

• 	���!������
� AB AD ⋅  � ������
	���
�
�����2�
��
#
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;#�$��������"

• 	���!� ����
���� �
�
�����2�
��
�� �#�#� 	���!� �����

AB 3

• 	���!��������
�
�����2�
��
3
• ����
	���
�
�����2�
��
#

:C�;#� $��������� ��������� ������	����� ������

2AB m n= + � �� 3AD m n= − #�1�
���������������"

☞ � [ ] [ ]5 , ;AB AD n m⋅ =

☞ � [ ] [ ] [ ]5 , , 6 , ;AB AD m m n m n n ⋅ = + + 

☞ � [ ], .AB AD m n ⋅ = 
�� �=�#� @#0��6#

:C�<#�$�������������
	���
�
�����2�
��
������������2�

�
������
*� AB � �� AD #�1�
����� ����������"

☞ � ( )��
 75 2 ��
��
 �S = � ☞ � ( )��
 75 4 ��
��
 �S =

☞ � ( )��
 75 ��
��
 
S =
��=�#� @#0��6#

� � � 9#�#*#� ::

A
�	���������5��������
� 10 2a m n= + ��
�����������!�

�
��
�����������
� 5 12b m n= − ��2	�� m ��� n �%��
���������

���	��!�����������#

::�:#�1�
�����
�2�������������"

E#�$��������"

• ��
�������������	����� ( )a b⋅ 3

• 	���!������
� b �� �#�#� b 3
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• �����5��������
� a � �
� ������ b �� �#�#� ��b a #
;#�$��������"

• 	���!������
� a �� �#�#� a 3

• �����!��!2�
����	!������
��� a � �� b 3

• �����5��������
� a � �
� ������ b �� �#�#� ��b a #

::�;#�$��������� ��
�������������	�����������

10 2a m n= + � �� 5 12b m n= − �� 2	�� 1m n= = � �� m n⊥ #� 1�
����

����������"

☞ � ( ) 74;ab = � � � � ☞ � ( ) 26;ab = � � � ☞ � ( ) 26.ab = −
�� �=�#� @#-��6#

::�<��$���������	���!������
� 5 12b m n= − ������� 1m n= =
�� m n⊥ #�1�
���������������"

☞ � 13;b = � � � ☞ � 119;b = � � � ☞ � 17.b =
�� �=�#� @#-�� 
#

::�=�� $��������� ��b a �� ����� 10 2a m n= + �� 5 12b m n= − � �

1m n= = 3� m n⊥ #�1�
���������������"

☞ � �� 	 ��b a = � � � � ☞ � �� ��b a = − � � � ☞ � �� �
b a =
�� �=�#� @#�#
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:�:��$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

:�;#� ( ) ( )1,1, 1 , 3,4,4 .A D DB′ ′ ′= − =

:�<#� 3, 41.A D DB′ ′ ′= =

:�=�� ( ) 3.A D DB′ ′ ′⋅ =

:�>#�<��	!� A D′ ′ � �� DB′ � cos 3 123.ϕ =
;�:#�$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

;�;#� ( ) ( )3,2, 2 , 5,2,0 .CB CE′ = − = −

;�<#� ( )4, 10, 4 .CB CE ′ ⋅ = − − 

;�=�� 33.S =
<�:#�$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

<�;#� ( ) ( ) ( )3,2, 2 ; 5, 2,0 ; 2,3,1 .CB CE CC′ ′= − = − = −

<�<#� 18.CB CE CC′ ′× ⋅ = −
<�=�� 3.V =
=�:#�$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

=�;�� ( ) ( )3,2,2 ; 5,2,0 .CB CE′ = − = −

=�<#� ( )4, 10, 4 .CB CE ′ ⋅ = − − 

=�=#� 2 33.CB CE ′ ⋅ = 

=�>�� ( )0
1

2, 5, 2 .
33

n = ±� �

>�:#�$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

>�;#� 2 11.AB =

>�<#� ( )0
1

3,1,1 .
11

AB =

>�=�� ( ) 4.AA AB′ ⋅ = −

>�>�� �� � 		
AB AA′ = −
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>�?�� ( )6 11, 2 11, 2 11 .AF = − − −
?�:��$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

?�;#� 12; 4 61.c d= =

?�<#� 336.c d⋅ =

?�=�� cos 7 61.ϕ =
@�:#�$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

@�;�� ( ) ( )2, 2,1 ; 2, 1, 2 .AB AC= − = − − −

@�<�� ( )5, 2, 6 .AB AC ⋅ = − 

@�=�� 65 2.���S∆ =
A�:��$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

A�;#� ( ) ( ) ( )2,3,4 , 3,7,1 , 6,2,2 .AB AD AC= = =

A�<#� 120.AB AD AC⋅ ⋅ = −
A�=#� 20V = � >�!6#� �	#(#

B�:��$�	
�������!�
���6�
��
�2������E#

B�;#� ( ) ( ) ( )2, 6,1 ; 4, 3, 2 ; 4, 2, 2 .AB AC AD= − − = − − = − −

B�<#� 0.AB AC AD⋅ ⋅ =
B�=��N��������
����	�������������#

:C�:#�$�	
�������!�
�� �6�
��
�2������E#

:C�;�� [ ]5 , .AB AD n m ⋅ = 

:C�<#� ( )��
 75 2 ��
��
 
S =
::�:#�$�	
�������!�
�� �6�
��
�2������E#

::�;#� ( ) 26.ab =

::�<#� 13.b =
::�=#� �� �
b a =
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�'

���&4���$��� ��������

)�������W:���������2������	�
X���	��������
��"

'(�����	�������4�����
�� 2����6������
�
6���3

+(� �
����������� !�
������ 4��*�����*3

,(� 2�������������� �������
�
������� *�	���*�� !�
���

����������������������	!��
�
����
���

��!����"

'(����!�
����������	������ ���������3

+(� ��	���� �
����������� !�
������ ����*� ����2�� ���

��	�
3

,(��
*�	��������	��
��� ��!�����	�!2����
�
����������

�*�� �������������!�#

��������� �������� �� �����������

���G�����

 �
�2�"���#�&���������
��
�������������������������

��������!��
��
���������������*�	��	!*�	
���*���������
���


���*�  ��!�
��� ?'� �� ?+�� ����� ������
� ��������
�� >��� �6��

��
�
���������+�(#�)������4�
���������
��6�������
��������

���	!� ��!�
��#

�������������	��
���
�������������������������4�����
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)������ 1 :D x a= − ε � �� 2 :D x a= + ε �� ������	��!������

2�
�������������*�	������
��
��������� a ε ����5����
���
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�����2�
���
�1���� 4�����
#

��:��L
�����������4�����
����2���
�
�����

( ) ( )2 22 2
0 0 1x x a y y b− + − = 3� ( )0 0,O x y′ �%�5����#

'(� 2 2,a b c a b> = − �� ( ) ( )1 0 0 2 0 0; , ;F x c y F x c y+ − 3

+(� 2 2,a b c b a< = − �� ( ) ( )1 0 0 2 0 0; , ;F x y c F x y c+ − #

L��#� '

L��#� +
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0 0 1x x a y y b− + − = �

'(� 2 2;a b c a a b a> ε = = − �%�4��5����������3

+(� 2 2;a b c b b a b< ε = = − �%�4��5����������#

��<#�1�
������	��������

'(� a b> �
2 0

1 0

: ,

: ;

D x x a

D x x a

= + ε
= − ε

+(� b a> � 2 0

1 0

: ,

: .

D y y b

D y y b

= + ε
= − ε
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�
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�������	!� ��!�
��#

����� ����������  ��!��� 2����6���� � ����
*� ( )1 ; 0F c � �

( )2 ; 0F c− �� ��� ���!������ �
����������� !�
������ 2����6���

2 2 2 2 1x a y b− = �� 2	�� 2 2 2b c a= − #

L��#� ,
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6���#�9������� 1 2A A ��
��������� 1 2 2A A a= ���
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�������������2����6�����
��������� 1 2B B ��
��������� 1 2 2 ,B B b=
%������������#

Z����6��
� ������ 	�� �1������$�� !�
������ ������*

b
y x

a
= ± #

9��������� 1c aε = > ��
��
�����@�1A��
�1�������2�����

6���#

1�
������ 2 2 2 2 1y b x a− = ��
������������!�
�������2��

���6����� ��� 	������������������ 4���� 2����6���� ��!�������

���������� �� 	�����+!#

I��2����6���� 2 2 2 2 1x a y b− = ��� 2 2 2 2 1y b x a− = ������

�	��� �� ������ ���!���� �� �	��� �� ������ 
���������� ��� 	������

�����
�� ���� �	���� ��!���� ������� ����� 	�!2��� �� �
�6����#

N
����	�� 2����6�����
��
����� 1��
�C�$��#

)������ 1 :D x a= − ε � �� 2 :D x a= + ε �� ������	��!������
	����������������������*�	������
��
��������� a ε ����5����
�
���
��
�����2�
���
�1���� 2����6���#

���:��L
�����������2����6���

'(�
( ) ( )2 2

0 0
2 2

1
x x y y

a b

− −
− = 3�� ( )0 00 ;x y′ �%�5������ 2 2c a b= + �

( ) ( )1 0 0 2 0 0; , ;F x c y F x c y+ − � >���#� 0(3

L��#� -
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+(�
( ) ( )2 2

0 0
2 2

1
y y x x

b a

− −
− = 3�� ( )0 00 ;x y′ �%�5������ 2 2c a b= + �

( ) ( )1 0 0 2 0 0; , ;F x y c F x y c− + � >���#� G(#

L��#� 0

L��#� G
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'(� ( ) ( )2 22 2
0 0 1x x a y y b− − − = 3�

2 2c a a b aε = = + � %

@�1A��
�1����)

+(� ( ) ( )2 22 2
0 0 1y y b x x a− − − = 3� �

2 2c b a b bε = = + � %

@�1A��
�1����#

���<#�1�
������	���������2����6���

'(� ( ) ( )2 22 2
0 0 1x x a y y b− − − = �

2 0 1 0: ; :D x x a D x x a= + ε = − ε3

+(� ( ) ( )2 22 2
0 0 1y y b x x a− − − = �

2 0 1 0: ; :D y y b D y y b= + ε = − ε #

���=�� ( )0 0 /y y b x x a− = ± − � �%� !�
������ 
�������� 2�����

6���#

������#�#&��#

 �
�2�"���#�)
�
6������
��
�������������������������

��������
��!	
�����*����	
�������������
��
�����D��	1���

��	
��������������
��
�����2�
���
�1��#

�����	������������
�
6����������������
�� : 2D x p= − �


�  ��!����%� ����
� ( )2; 0F p �� ��� !�
������ �
�
6���� �����

�	� 2 2y px= �� 2	�� 0p > #

L��#� �
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6����������
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'(� ( ) ( )2
0 02x x p y y− = − 3 ( )0 00 ,x y′ �%������
�

( )0 00, , 2p F x y p> + >���#� �(���� ( )0 00, , 2p F x y p< + � >���#� �(#

+(� ( ) ( )2
0 02y y p x x− = − 3 ( )0 00 ,x y′ �%������
�

( )0 00, 2,p F x p y> + >���#'/(���� ( )0 00, 2,p F x p y< + �>���#''(#

����;#�1�
������	�����������
�
6���

'(� ( ) ( )2
0 02x x p y y− = − �

00 : 2p D y y p> = − �� � � 00 : 2p D y y p< = − 3

L��#� � L��#� �

L��#� '/ L��#� ''
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+(� ( ) ( )2
0 02y y p x x− = − �

00 : 2p D x x p> = − �� � � 00 : 2p D x x p< = − #

�5���&'��� (�#�������"����)������.�������"#

�5�:�� I��� �����	�
���� ����*� ����2�� ����	�
�� �6���

!�
������������*��������	� 2 2 2 2 0Ax Cy Dx Ey F+ + + + = ���
��

��
���
�����������	����� A C⋅ "

• ����� 0A C⋅ > �� ���������4�����3

• ����� 0A C⋅ < �� ���������2����6��!3

• ����� 0A C⋅ = �� ����������
�
6��!#

�5�;#� $� ���5����� �����	�
���� ����*� ����2�� ����	�
�

!�
������������*��
���
�����6�����	���������
�W���5�	!�

�
� �	������� �����2�� �
	�
�
X#� $�	������ ������� �
	�
�

!�
������ 2 2 2 2 0Ax Cy Dx Ey F+ + + + = �� � ���!���
������!���

2 22 2 0
D E

A x x C y y F
A C

   + + + + =      
���

2 2 2 2D E D E
A x C y F

A C A C
   + + + = + −      

#

96���
���"� 0 0, ,x D A y E C= − = −

2 2
2 D A E C F

a
A

+ −= �� � � �
2 2

2 D A E C F
b

C
+ −= #

�5�;�+#,������� 0A C⋅ > �����!�
�������
	
������!��4�����

�������2�����
#�)�����"


(� ����� 2 2 0D A E C F+ − < �� ����������������4�����3

6(� ����� 2 2 0D A E C F+ − = �� �������������!

( );D A E C− − 3

(� ����� 2 2 0D A E C F+ − > �� ���
( ) ( )2 2

0 0
2 2

1
x x y y

a b

− −
+ = �

�������
������������	�4�����
#
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( ) ( )2 22 2
0 0 1x x a y y b− − − = ����� ( ) ( )2 22 2

0 0 1y y b x x a− − − = �
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b

y y x x
a
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2
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2

F D A
x D A y p E A
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0 02x x p y y− = − �
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�
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#
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2
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2

F E C
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96���
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2
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2

F E C E D
x y p
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�#�#��������
������������	��
�
6���#

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



�/

5�����������(�#�������"����4

5�:�� L
��������� !�
������ �	
� 2y b ax cx d= + + + #� &��
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( ) ( ) ( )2 2 22 2

0
~

2 4 .

y b y b

y b ax cx d y b a x c a d c a

 − ≥ ≥ 
 

− = + + − − + = − 

5�:� +#,������� ( )2 4 0d c a− > � �� 0a > �� ���!�
�����
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2 2

2
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y b a x d
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 − − + = −  
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�����

( )
2 22

2 4
c c

y b a x d
a a
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������ 2 24 9 8 36 4 0x y x y+ − − + = #

:�:#�9���	������ ����������� �
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2 24 9 8 36 4 0x y x y+ − − + = #�1�
���������������"

☞ � 4�����3� � � ☞ � �
�
6��
3� � � ☞ � 2����6��
#

��M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#

:�;��)���	����!�
������������ 2 24 9 8 36 4 0x y x y+ − − + =
���
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � ( ) ( )2 24 1 9 2 4x y− + − = 3

☞ �
( ) ( )2 21 2

1
9 4

x y− −
+ = 3

☞ � ( ) ( )2 24 1 9 2 36x y+ + − = 3

☞ � ( ) ( )2 24 1 9 2 1x y− + − = #
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�	��������	��
��� ��!��� 4�����


( ) ( )2 21 9 2 4 1x y− + − = � �� !�
���������������"

☞ � ( ) ( )1 21;5 , 1; 1F F − 3

☞ � ( ) ( )1 21;2 5 , 1;2 5F F+ − 3

☞ � ( ) ( )1 21 5;2 , 1 5;2F F+ − #

�� �=�#� @#'#
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☞ � 1 9 5 ; 1 9 5x x= + = − 3

☞ � 1 9 5 ; 1 9 5x x= − + = − − 3

☞ � 1 3 5 ; 1 3 5x x= + = − #

�� �=�#� @#,#

:�?#� )��������� ���!�� ( ) ( )2 21 9 2 4 1x y− + − = � �� !�
����

����������"

��=�#� @#'#
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� � � 9#�#*#� ;

M����	!����!�
������ 2 2 2 4 5 0x y x y+ − + + = #

;�:��9���	������� �
�������������� �
	
��!�
������

2 2 2 4 5 0x y x y+ − + + = #�1�
���������������"

☞ � 4�����3� � � ☞ � �
�
6��
3� � � ☞ � 2����6��
#

��M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#

;�;#� )���	���� !�
������ ������ 2 2 2 4 5 0x y x y+ − + + = � �

�
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � ( ) ( )2 21 2 0x y− + + = 3� � � � � ☞ � ( ) ( )2 21 2 1x y+ + + = 3

☞ � ( ) ( )2 21 2 1x y− + + = 3� � � � � ☞ � ( ) ( )2 22 1 2 1x y− + − = #

��$�	��������������
	�
�#�=�#� @F#+#��� @F#+� >
(#

� � � 9#�#*#� <

M����	!����!�
������ 2 2 4 5 0x y x+ + + = #

<�:#�9���	������� �
�������������� �
	
��!�
������

2 2 4 5 0x y x+ + + = #�1�
���������������"

☞ � 4�����3� � � ☞ � 2����6��
3� � � ☞ � �
�
6��
#

��M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#
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��

<�;#� )���	���� !�
������ ������ 2 2 4 5 0x y x+ + + = � �� �
�

����������!��	!���!�
���������������"

☞ � ( )2 22 0;x y+ + = � � � � � � � � ☞ � ( )2 24 1;x y+ + =

☞ � ( )2 22 1;x y+ + = − � � � � � � � ☞ � ( )2 22 1.x y+ + =
��$�	��������������
	�
�#�=�#� @F#+3� @F#+� >
(#

� � � 9#�#*#� =

M����	!����!�
������ 2 29 2 36 44 0x y x y− + + − = #

=�:#�9���	������� �
�������������� �
	
��!�
������

2 29 2 36 44 0x y x y− + + − = #�1�
���������������"

☞ � 4�����3� � � ☞ � �
�
6��
3� � � ☞ � 2����6��
#

��M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#

=�;#�)���	����!�
������������ 2 29 2 36 44 0x y x y− + + − =
���
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � ( ) ( )2 21 9 2 9x y− − − = 3� � ☞ � ( ) ( )2 21 9 2 1x y+ − − = 3

☞ � ( ) ( )2 21 2 9 1x y+ − − = 3� � ☞ � ( ) ( )2 21 2 9x y− − − = #

��$�	��������������
	�
�#�=�#� @F#+3� @F#+� >6(#

=�<#�A
�	��������	��
��� ��!��� 2����6���

( ) ( )2 21 9 2 1x y+ − − = � �� !�
���������������"

☞ � ( ) ( )1 10;2 ; 1 10;2+ − 3� � � ☞ � ( ) ( )1 10;2 ; 1 10;2− + − − 3

☞ � ( ) ( )1;2 10 ; 1;2 10− + − − #

�� �=�#� @@#'#
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=�=#�A
�	����4��5�����������2����6���

( ) ( )2 21 9 2 1x y+ − − = � �� !�
���������������"

☞ � 10; � � � � � ☞ � 10 3; � � � � � ☞ � 10 9.

�� �=�#� @@#+#

=�>��A
�������!�
������	���������2����6���

( ) ( )2 21 9 2 1x y+ − − = � �� !�
���������������"

☞ � 1 9 10 , 1 9 10x x= + = − 3

☞ � 1 9 10 , 1 9 10x x= − + = − − 3

☞ � 1 10, 1 10x x= − + = − − #

�� �=�#� @@#,#

=�?#�=���
����!�
������
�������� 2����6���

( ) ( )2 21 9 2 1x y+ − − = � �� !�
���������������"

☞ � ( )2 1 3y x− = ± + 3� � � � � � ☞ � ( )2 3 1y x− = ± + 3

☞ � ( )2 3 1y x+ = ± − #

�� �=�#� @@#-#

=�@�� )��������� ���!�� ( ) ( )2 21 9 2 1x y+ − − = � �� !�
����

����������"

�� �=�#� @@#'#

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



'/'

� � � 9#�#*#� >

M����	!����!�
������ 2 216 9 32 18 7 0y x y x− − + + = #

>�:��9���	������� �
�������������� �
	
��!�
������

2 216 9 32 18 7 0y x y x− − + + = #�1�
���������������"

☞ � 4�����3� � � ☞ � �
�
6��
3� � � ☞ � 2����6��
#

��M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#

>�;#�)���	����!�
�����������

2 216 9 32 18 7 0y x y x− − + + =
���
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � ( ) ( )2 216 1 9 1 0y x+ − − = 3� �  ☞ � ( ) ( )2 216 1 9 1 1y x− − − = 3

☞ � ( ) ( )2 216 1 9 1 0y x− − − = 3� � � ☞ � ( ) ( )2 24 1 9 1 1y x− − + = #

�� $�	��������������
	�
�#�=�#� @F#+3� @F#+� >6(#

9#�#*#� ?

M����	!����!�
������ 29 6 2y x x= − + #

?�:��9���	������� �
�������������� �
	
��!�
������

29 6 2y x x= − + #

☞ � 4�����3� � � ☞ � �
�
6��
3� � � ☞ � 2����6��
#

�� �M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#
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?�;#�)���	����!�
������������ 29 6 2y x x= − + ����
�����

������!��	!���!�
���������������"

☞ � ( ) ( )21 3 1 9x y− = + 3� � � � � ☞ � ( ) ( )21 3 1 9x y− = − 3

☞ � ( ) ( )21 3 1 9x y+ = − #

�� �=�#� @F#� +� >(#

?�<#�A
�	��������	��
��� ��!�
��
�
6���� 29 6 2y x x= − + �

��
�������
�
����
���!�
���������������"

☞ � ( )1 3, 1 1 36 , 1 18F p+ = 3

☞ � ( )1 3, 1 1 36 , 1 9F p+ = 3

☞ � ( )1 3, 1 1 18 , 1 18F p+ = #

��=�#� @@@#'

?�=#�A
�������!�
������	�����������
�
6���

29 6 2y x x= − + � �� !�
���������������"

☞ � �� . ,0J,G3� � � � � ☞ � �� . ,�J,G3� � � � ☞ � �� . ,0J,G#

��=�#� @@@#+#

?�>��)������������!����!�
���������������"

��=�#� @@@#'#
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� � � 9#�#*#� @

M����	!����!�
������ 2 29 25 50 200 0x y y− + + = #

@�:#�9���	������� �
�������������� �
	
��!�
������

2 29 25 50 200 0x y y− + + = #�1�
���������������"

☞ � 4�����3� � � ☞ � �
�
6��
3� � � ☞ � 2����6��
#

�� �M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#

@�;#�)���	����!�
������������� 2 29 25 50 200 0x y y− + + =
���
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � ( )2 21 9 25 1y x− − = 3

☞ � ( )2 21 9 25 1y x+ − = 3

☞ � ( )2 21 25 9 1y x+ − = 3

☞ � ( )2 21 25 9 1y x− − = #

�� �$�	��������������
	�
�#�=�#� @F#+3� @F#+� >6(#

@�<#� A
�	���� ����	��
���  ��!��� 4���� 2����6���� �� !�
�

���������������"

☞ � ( ) ( )0; 1 34 ; 0; 1 34+ − 3

☞ � ( ) ( )0; 34 ; 0; 34− 3

☞ � ( ) ( )0; 1 34 ; 0; 1 34− + − − #

�� �=�#� @@#'#
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@�=��A
�	����4��5�����������2����6���� ( )2 21 9 25 1y x− − =
��!�
���������������"

☞ � 34 3; � � � � ☞ � 34 5; � � � � ☞ � 3 34 . #

�� �=�#� @@#+#

@�>#�A
�������!�
������	���������2����6���

( )2 21 9 25 1y x− − = � �� !�
���������������"

☞ � 1 9 34 ; 1 9 34y y= + = − 3

☞ � 1 9 34 ; 1 9 34y y= − + = − − 3

☞ � 1 34 9; 1 34 9y y= + = − #

��=�#� @@#,#

@�?��=���
����!�
������
�������� 2����6���

( )2 21 9 25 1y x− − = � �� !�
���������������"

☞ � 1 3 5y x− = ± 3� � � � � � � � ☞ � 1 3 5y x+ = ± 3

☞ � ( )3 1 5y x= ± − 3� � � � � ☞ � 1 5 3y x− = ± #

�� �=�#� @@#-#

@�@#�)��������� 2�
 ��������� ( )2 21 9 25 1y x− − = "

�� �=�#� @@#'#
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'/0

� � � 9#�#*#� A

M����	!����!�
������ 225 4 50 9 0y x y− − + = #

A�:#�9���	������� �
�������������� �
	
��!�
������

225 4 50 9 0y x y− − + = #�1�
���������������"

☞ � � 2����6��
3� � � � ☞ � � �
�
6��
3� � � � ☞ � � 4�����#

��M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#

A�;#� )���	���� !�
������ ������ � 225 4 50 9 0y x y− − + = � �

�
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � � ( ) ( )2 4
1 4

25
y x− = + 3� � � � ☞ � � ( ) ( )2 2

1 4
5

y x− = + 3

☞ � � ( ) ( )2 4
1 4

25
y x+ = + #

��=�#� @F#+� >(#

A�<��A
�	��������	��
��� ��!�
��
�
6��������
�������
�

�
����
��� !�
���������������"

☞ � �
24 2

3 ;1 ,
25 25

F p
 − =  

3� � � � ☞ � �
24 4

3 ; 1 ,
25 25

F p
 − − =  

3

☞ � �
24 4

3 ;1 ,
25 5

F p
 − =  

#

�� �=�#� @@@#'#

A�=��A
�������!�
������	�����������
�
6���

( ) ( )2 4
1 4

25
y x− = + � �� !�
���������������"

☞ � � 101 25;x = − � � � ☞ � � 4;x = − � � � � � ☞ � � 99 25.x = −
�� �=�#� @@@#+#
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A�>#�)������������!�� ( ) ( )21 4 25 4y x− = + ���!�
��������

��������"

�� �=�#� @@@#'#

� � � 9#�#*#� B

M����	!����!�
������ 2 23 6 4 8 5 0x x y y+ + − − = #

B�:#�9���	������� �
�������������� �
	
��!�
������

2 23 6 4 8 5 0x x y y+ + − − = #�1�
���������������"

☞ � � �
�
6��
3� � � � ☞ � � 2����6��
3� � � � ☞ � � 4�����#

�� �M����	!���� ��
��������	����� A C⋅ #�=�#� @F#'#
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'/�

B�;�� )���	���� !�
������ ������ 2 23 6 4 8 5 0x x y y+ + − − =
���
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � � ( ) ( )2 21 4 1 3 1x y+ + − = 3

☞ � � ( ) ( )2 21 3 1 4 1x y+ + − = 3

☞ � � ( ) ( )2 21 4 1 3 1x y− + − = 3

☞ � � ( ) ( )2 21 3 1 4 1x y− + + = #

�� �$�	��������������
	�
�#�=�#� @F#+3� @F#+� >
(#

B�<#�A
�	��������	��
��� ��!��� 4�����


( ) ( )2 21 4 1 3 1x y+ + − = � �� !�
���������������"

☞ � � ( ) ( )1 20; 1 ; 2; 1F F − 3

☞ � � ( ) ( )1 21; 0 ; 1; 2F F− − 3

☞ � � ( ) ( )1 20; 1 ; 2; 1F F− − − #

�� �=�#� @#'#

B�=#�A
�	����4��5�����������4�����


( ) ( )2 21 4 1 3 1x y+ + − = � �� !�
���������������"

☞ � � 1 2; � � � � ☞ � � 1 3; � � � � ☞ � � 2 3.

�� �=�#� @#+#

B�>#�A
�������!�
������	���������4�����


( ) ( )2 21 4 1 3 1x y+ + − = � � �� !�
���������������"

☞ � � 3 � �x x= = − 3

☞ � � 5 � �x x= = − 3

☞ � � 1 2 3 � 	 � �x x= − + = − − #

�� �=�#� @#,#
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'/�

B�?#�)��������� 4�!����!����!�
����� ����������"

�� �=�#� @#'#

� � � 9#�#*#� :C

M����	!����!�
������ 23 3 8 26y x x= − + + #

:C�:�� 9���	������ �� �
���� �������� !�
������ �
��������

!�
������ 23 3 8 26y x x= − + + #�1�
���������������"

☞ � � ( ) ( )2 2

3 0

3 9 8 26 ;

y

y x x

− ≤


− = + +

☞ � � ( ) ( )2 2

3 0

3 9 8 26 ;

y

y x x

− ≥


− = + +

☞ � �

( )
( ) ( )2 2

3 0

3 3 8 26 .

y

y x x

 − ≤


− = + +
�� �=�#�F#+#
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:C�;�� )���	���� !�
������ ������ 23 3 8 26y x x= − + + � �

�
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � �
( ) ( )2 23 90 4 10 1

3 0;

y x

y

 − − + =


− ≤

☞ � � ( ) ( )2 2

3 0

3 90 4 10 1;

y

y x

− ≥


− − + =

☞ � � ( ) ( )2 2

3 0

3 10 4 10 1.

y

y x

− ≤


− − + =
�� �=�#�F#+3�F#+� >
(#

:C�<#� 9���	������� �
���� ���� ������ �
	
�� 4���� ��������#

1�
���������������"

☞ � � �
���� 2����6����� 2	�� 3y ≤ 3

☞ � � �
���� 4�����
�� 2	�� 3 0y − ≥ 3

☞ � � �
���� 2����6����� 2	�� 3 0y − ≥ #

�� �=�#�F#+� >
(#

:C�=#� )��������� �
	
��!�� ���!�� 23 3 8 26y x x= − + + � �

!�
���������������"

�� �=�#�F#+� >
(#
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� � � 9#�#*#� ::

M����	!����!�
������ 2 35x y= + − #

::�:�� 9���	������� �
���� �������� !�
������ �
��������

!�
������ 2 35x y= + − #�1�
���������������"

☞ � � ( )2

2 0

2 35 ;

x

x y

− ≥


− = −
� � � � � ☞ � � ( )2

0

2 35 ;

x

x y

≤
 = + −

☞ � �

( )
( )2

2 0

2 35.

x

x y

 − ≤


+ = −
�� �=�#�F#'� >	(#

::�;#�)���	����!�
������������ 2 35x y= + − ����
�����

������!��	!���!�
���������������"

☞ � � ( ) ( )2

2 0

2 35 ;

x

x y

− ≥


− = − −
� � � � � ☞ � � ( ) ( )2

2 0

2 35 ;

x

x y

− ≤


− = − −

☞ � � ( ) ( )2

2

2 35 .

x

x y

≥


+ = − −

�� �=�#�F#'� >	(#

::�<#�9���	������� �
�������������� �
	
�� ��������

( ) ( )22 35

2 0.

x y

x

 − = − −


− ≥
1�
���������������"

☞ � � �
�
6��
�� 2	�� 2x ≥ 3� � � ☞ � � 2����6��
�� 2	�� 2x ≥ − 3

☞ � � �
�
6��
�� 2	�� 2x ≤ #

�� �=�#�F#'� >	(#
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::�=#�)����������
	
��!�����!�� 2 35x y= + − ���!�
���

�������������"

�� �=�#�F#'� >	(#

� � � 9#�#*#� :;

M����	!����!�
������ 25 45 30 5x y y= − + + − #

:;�:#� 9���	������� �
���� �������� !�
������ �
��������

!�
������ 25 45 30 5x y y= − + + − #�1�
���������������"

☞ � � ( )2 2

5 0

5 45 30 5 ;

x

x y y

+ ≥


+ = + −
� � � ☞ � �

( )
( )

2

2 2

5 0

5 45 30 5 ;

x

x y y

 − ≥


− = + −

☞ � � ( )2 2

5 0

5 45 30 5 .

x

x y y

+ ≤


= + + −
�� �=�#�F#'#
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:;�;#�)���	����!�
������������ 25 45 30 5x y y= − + + − �

�
����������!��	!��� !�
����� ����������"

☞ � � ( ) ( )2 2

5 0

5 90 3 18 1;

x

x y

+ ≥


+ + − =

☞ � � ( ) ( )2 2

5 0
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